Mathématiques Financiéres
Chapitre 4 : Les Annuités

Pr. Fatima-Zahra AAZI
FSJES - Ain Chock

Sciences Economiques et Gestion (S2)
Ensembles {9, 10}

2019 - 2020

Hig] £

Pr. F-Z Aazi Les Annuités 1/23



Introduction

Comme nous I'avons mentionné dans le chapitre précédent, la consti-
tution d'un capital (placement; épargne) ou le paiement d'un crédit
ne se font généralement pas en une seule fois mais en plusieurs ver-
sements étalés sur des périodes. Ces versements périodiques (géné-
ralement de valeur constante) sont appelés des annuités.

Définition

Les annuités : des sommes versées a intervalle régulier.

L'appellation annuités indique que la période des versements! est
annuelle mais elle peut aussi étre semestrielle, trimestrielle ou men-
suelle : on parle, dans ce cas, de semestrialités, trimestrialités ou

mensualités.
H"PI FSJES

1. intervalle de temps séparant deux versements successifs
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Introduction

Selon la nature de |'opération, les annuités peuvent étre payables en début
ou en fin de période.

n annuités de début de période

o 1 2 n-1 n
Ll 1 o
| [ | | I
a a a a
n annhuités de fin de période
o 1 2 1
1 1 | s
I | | |
a a a

L'objectif de ce cours est de trouver les formules de calcul de la valeur
acquise (future) et de la valeur actuelle d'un ensemble d'annuités.

FSIES

HinChockc

Pr. F-Z Aazi Les Annuités 3/23



Annuités constantes de fin de période Valeur Acquise
Valeur Actuelle

Annuités constantes de fin de période

H\“ﬂgl FSJ EnS
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Valeur Acquise

Annuités constantes de fin de période
Valeur Actuelle

Valeur acquise a la date du dernier versement

— 0

o} —

o1 o

nl—\b
L 2

Date d'origine

Début de la premiére période

A la date du dernier versement, la valeur acquise de n annuités

constantes est :

1+i)"—1
An:axi( +I,)
i
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Annuités constantes de fin de période Valeur Acquise
Valeur Actuelle

Valeur acquise a la date du dernier versement
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Démonstration :
A, est la somme des valeurs acquises des n annuités :

a(1+ i)"Y la premiére annuité produit des intéréts n — 1 fois
a(1+i)""2  la deuxiéme annuité n — 2 fois

a(l+i)"—3
a(l+1) I'annuité de la date n — 1 produit des intéréts 1 seule fois
a la derniere annuité ne produit pas d'intéréts

Ap=ata(l+i)+..+al+)"+al+)"2+al+)"" y
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Annuités constantes de fin de période Valeur Acquise
Valeur Actuelle

Valeur acquise a la date du dernier versement

On remarque que pour passer d'un terme a un autre, on multiplie par
(1 + 1), il s'agit donc des n termes d'une suite géométrique de premier
terme a et de raison (1 + 1)

La somme de ces termes A, est :

(1+i)"—1

An= —
R G W
-
An—axw
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Annuités constantes de fin de période Valeur Acquise
Valeur Actuelle

Exemple

Calculer, au taux annuel de 4%, la valeur acquise de 6 annuités de
5000 Dh chacune a la date du dernier versement.

Solution :
A g LD
)
(140,04)° —1
As =
6 = 5000 x 5,08
A = ...

HJE' FSIES
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Annuités constantes de fin de période Valeur Acquise
Valeur Actuelle

Valeur acquise a une date postérieure au dernier versement

Le calcul de la valeur acquise a une date postérieure au dernier ver-
sement implique que les annuités, y compris la derniére, continuent
a produire des intéréts (3 étre capitalisées) aprés la date n.

Capitaliser A,

Y

2
|
|

a

o 4 —
oo

n

Connaissant la valeur des annuités a cette date (A,), il suffit de
calculer les intéréts qu'elle produit pendant la durée restante
Ainsi, on peut écrire :

Antx = An x (1+ )]

Avec :

x : le nombre de périodes aprés la date n

Apnix @ la valeur acquise aprés n+ x périodes
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Annuités constantes de fin de période Valeur Acquise
Valeur Actuelle

Exemple

Calculer la valeur acquise d'une suite d'annuités de 5000 Dh payables
du 31/12/2000 au 31/12/2018 :

- au moment du dernier versement
- 6 mois aprés le dernier versement
- deux années aprés le dernier versement

(taux de 6%)

H"?l FSIES
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Annuités constantes de fin de période Valeur Acquise
Valeur Actuelle

Exemple - Solution

Au moment du dernier versement, on applique la formule :

A gy LED)"—1
]
(1,06)19 — 1
Ao = Skt A
19 5000 x 0,06

HE| £3ks
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Annuités constantes de fin de période Valeur Acquise
Valeur Actuelle

Exemple - Solution

6 mois suivant le dernier versement :
La période des versements est annuelle : 6 mois - x = 6/12 = 1/2
An+x = A,, X (1 + I)X

Atgy1/2 = Arg X (1,06)'/2

2 années suivant le dernier versement (x = 2)
Anix = An x (14 i)
A21 = Alg X (1,06)2

i
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Annuités constantes de fin de période Valeur Acquise
Valeur Actuelle

Valeur actuelle a la date d'origine

En plus du calcul de la valeur acquise, il est utile de pouvoir calculer la
valeur actuelle d'un ensemble d’annuités.

C'est le cas par exemple d'un individu qui va percevoir une certaine somme
pendant n années et qui cherche a calculer I'équivalent, de ces sommes

futures, aujourd’hui.

Date d’origine An
0

|

|
Ao

o — -
o1 o

Connaissant la valeur des annuités a la date n, la valeur a I'origine?
correspond tout simplement a la valeur actuelle de A, a3 cette date.

2. Une période avant le premier versement
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Annuités constantes de fin de période Valeur Acquise
Valeur Actuelle

Valeur actuelle a la date d'origine

Ag = Ap x (L+10)"

(1+/? -1 "

I

Ay = ax (1+0)"

1— (140"
e

Ag = ax
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Annuités constantes de fin de période Valeur Acquise
Valeur Actuelle

Exemple

Calculer, au taux annuel de 4%, la valeur a I'origine d'une suite de
6 annuités de 5000 Dh chacune.

Solution :

Ao = Ag x (1+0,04)7°

1—(1+0,04)"°
0,04

Ao = 5000 x

U £sies
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Annuités constantes de fin de période Valeur Acquise
Valeur Actuelle

Valeur actuelle a une date donnée

De la méme maniére, on peut calculer la valeur actuelle d’une suite d’an-
nuité a n'importe quelle date (avant ou aprés la date d'origine). L'idée est

de capitaliser ou actualiser Ay :

L Actualiser Ay Capitaliser Ap
-1 0 | 2
| | |

[ | |

A -1 Ag a

9 5
v

|
I
a
A,y An

AO:tx = Ao X (1 + i)ix

A_1 = Ay X (1 + i)_l
A,1/2 = AO X (]. + I.)il/2
Al = A() X (1+I)1

Un an avant la date d’origine
6 mois avant la date d’origine
Un an aprés la date d'origine
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Annuités constantes de fin de période Valeur Acquise
Valeur Actuelle

Exemple

Calculer, au taux annuel de 4%, la valeur d'une suite de 6 annuités
de 5000 Dh chacune un an avant la date d'origine .

Solution :

A_1=Ayx (140,04)71

H"?l FSIES
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Valeur Acquise
Annuités constantes de début de période Valeur Actuelle

Annuités constantes de début de période

H\“ﬂgl FSJ EnS
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Annuités constantes de début de période

Valeur Acquise
Valeur Actuelle

Valeur acquise a la date n

On s'intéresse au calcul de la valeur acquise d'une suite d'annuités de début
de période, a la date n (une période aprés le dernier versement).

n annuités de début de période
d

A
o 1 2 n-1 1 "
L1 1 Lo
| | | I 1 -
a a a a
AI'I
I 2 n A capitaliser
B —
| | | ] >
| I | I -
a a a

h annuités de fin de période

Connaissant A, : la valeur acquise a la date du dernier versement, on peut

écrire :

Pr. F-Z Aazi

AL = A, x (1+1)

14+0)" -1
Ag:ax%x(l—&—i)
i
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Valeur Acquise
Annuités constantes de début de période Valeur Actuelle

Exemple

Calculer, au taux annuel de 6%, la valeur acquise de 12 annuités de
5000 Dh chacune, un an aprés le dernier versement.

Solution :

Ad = A, x (1+1)
Ai]2:A12><(1+I')

(1+i)"—1

Ad, = a x x (141)

(1+0,06)'2 —
0,06
AY, = Hig | saes

1
Ad, = 5000 x x (1+ 0,06)
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Valeur Acquise

Annuités constantes de début de période Valeur Actuelle

Valeur actuelle a la date d'origine

On cherche la valeur actuelle au moment du premier versement Ag.

| '

d o
Ag
|

2 n-1 n
| |
| |
a a

|
|
1 |
a a
Ad peut &tre calculée a partir de Ay (valeur actuelle une période avant le

premier versement) :

x [1+)
"

o 1 2 n

TR | .

[ — | >
AD a a a

Af = Ao x (1+1)
1—(14i)™"
ad = ax L2 OEDT g HiE | gtes
I
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Valeur Acquise
Annuités constantes de début de période Valeur Actuelle

Exemple

Calculer, au taux annuel de 6%, la valeur actuelle de 11 annuités de
12000 Dh chacune, a la date du premier versement.

Solution :

Ad = Ag x (1+1)

1—(1+0,06)"1
0,06

AZ = 12000 x x (14 0,06)

U £sies
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Annuités constantes de début de période

Valeur Acquise
Valeur Actuelle

Synthése

Ala date du dernier (L+7)"-1
Ap=a
Valeur versement i
acquise Aun'e .clate Anex = An % (14 i)
posterieure
1 1 4 n
Valeur A la date d’origine Ap = a ( ;’ /)
actuelle A une date donnée Agsx = Ag % (1 + i)™
Valelur Ala date « n » A A "? ! (1+4)
acquise i
1 1+4)™"

Valeur A la date d’origine | A§ ( ‘ ) (L+14)
actuelle i
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